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1. Producto escalar de vectores

1.1. Teorema de Pitagoras

La longitud de un vector 4 =
(u1,u2) en el plano, que repre-
sentaremos por ||i||, en dos dimen-
siones es la hipotenusa del triangu-
lo rectangulo y se halla por el teo-
rema de Pitagoras,

@y

llal]* = ui + 3

En el espacio tridimensional el vec-
tor @ = (u1,us,us) es la diagonal
OB de una caja y su longitud se
halla aplicando dos veces el teore-
ma de Pitagoras. Primero se calcu-

—
la la longitud de OA,

—
I0A|]? = uf +u3

VECTORES

) = << »»
OA forma un éngulo recto con el lado vertical AB(0,0,us), de modo
que recurrimos otra vez a Pitdgoras. La hipotenusa del tridngulo OAB es la <
<4 Doc Doc»
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Seccién 1: Producto escalar de vectores
longitud ||@]|| que buscamos y estd dada por
— —
||@l[* = [JOA|]* + [|ABI|* = uf +u3 + u3 (1)

Para un vector de n dimensiones 4 = (u1,ua, - ,Uy), la longitud o norma
de un vector de R™ es la raiz cuadrada positiva de

]| = \fud +ud + -+ 2 (2)

Ejemplo 1.1. Hallar la norma de los vectores
u=(1,1,1) v =(0,2,0)
Solucion: De la expresion anterior
@l =v12+12+12= V3
1]l = V02 + 22 + 02 = 2

<4 Doc Doch
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1.2. Vectores ortogonales

Supongamos dos vectores @ y ¥ en

(figura). Diremos que son perpen- =B+
CIENCIAS

<y

diculares u ortogonales si se sat-
isface el teorema de Pitdgoras:
Ma

sy
“

llal|? + 1121 = |& — 7]

®)

Aplicando la ecuacién, la condicién se transforma en
(Wi +us+-+ul) +@i+vs+--+0l)= (3)
= (w1 —v1)? + - (un — vg) (4)
El segundo miembro es
(uf +u3 + oo +up) = 2w vr + oo unva) + (07 F U3+ )

Asi la igualdad es vélida si el producto cruzado es cero. Diremos que dos
vectores @ y ¥ son ortogonales @ | ¥ si

‘ﬁJ.ﬁ:)ulvl—F---—l—unvn:O‘ (5)

De la ecuacién anterior nos interesa el miembro izquierdo, que definimos como
<4 Doc Docp
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producto escalar de dos vectores

U=urvy + -+ Uy vy

S

1.3. Norma de un vector

(6)

Observar que si multiplicamos escalarmente un vector @ por si mismo se

obtiene el cuadrado de su norma o longitud:

=g g+ g, =[]

(7)

o dicho de otra forma, la norma de un vector es la raiz positiva de su producto

escalar

1.4. Angulo de dos vectores

Del teorema del coseno se tiene

15 —all* = |11 + ||@|* — 2|7/ [|@]| cosd
donde 0 es el dngulo determinado por « y .
Por otra parte

(& — i@)(T — @) = 00 — 200 + @i = ||5]|2 — 20 + ||i7]|

Igualando las ecuaciones anteriores se tiene

-5 = ||| ||| cos |

(10)

(11)
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que nos da una segunda definicién del producto escalar. Por ello se obtiene
que el dngulo 6 de dos vectores @ y ¥ viene dado por

cos(@,7) = — ¥ (12)

[l iall

Ejemplo 1.2. Determinar el angulo de los vectores de R, @ = (2,1,-1) y
v =(0,1,3).
Solucion: Tenemos:
R (25]-’_1)(07173) -2
cos(u, V) = =

y de esto bastaria hallar
-2
V6

0 = /(u, V) = arcos

8

Ejercicio 1. Dados los vectores @ = (2,—3,5) y ¥ = (6, —1,0) hallar:
1. los médulos de 4 y .

El producto escalar de @ y U

2
3. El coseno del angulo que forman.
4 <4 Doc Doch

Hallar m para que el vector w(m, 2, 3) sea ortogonal a
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Ejercicio 2. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Sean @ y v dos vectores tales que,

[ld]| =9 (@ +7).(au—7) =17
calcular la norma del vector 7.

b) ;Es posible que el producto escalar de dos vectores del espacio sea cero,
sin que ninguno de ellos sea el vector nulo?

¢) Dados los vectores @ = (1,2,3) y ¥ = (4,5,6) determina el médulo de
los vectores 4+ 7y ¢ — 4.

d) Si la norma del vector ||@|| = 2, jcudl es la norma del vector 3 u?

—

e) A partir del vector @ = (1,1, 1), encuentra un vector unitario con la
misma direccién de .
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2. Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de dos vectores en el espacio R® tiene su origen en
la bisqueda de un vector ortogonal a dos vectores @(u1, us, us) y 9(v1, va, v3).
Designaremos el producto vectorial por @ A ¥ y su expresion corresponde a:

ano=( ) 13) M

Esta expresién es mas cémoda usando una notacion de determinante, si bien

Uy U2
U1 V2

Uy  ug
U1 U3

Uz U3
V2 U3

)

no es un determinante.

— —>
A AV
i 7 k
— — —
UNU =] u; us ug v
v1 U2 U3
>
u

2.1. Propiedades del producto vectorial
El producto vectorial @ A U es un vector ortogonal a 4 y a v.

2. La norma del producto vectorial es:

(|1 A 5]| = [|]][|3]] sen 6] (14)  <Doc Dock
Volver Cerrar
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2.2. Area de un paralelogramo
_ X — — .
Sean AB y AD dos representantes de @ y ¢ con origen en A. Se forma un

paralelogramo como en la figura. B
s=B+py
| — e || CIENCIAS

unv
C Ma

Area del paralelogramo

ABCD = ||AB| - | DH]||

Como
— —_—
IDH|| = || - sené

&

Area = ||AB||||AD|| - sen 6

(15)

Area ABCD = ||AB A AD|| = ||@ A 7|

Ejemplo 2.1. Hallar el producto vectorial de @ = (1,1,—1) y ¢ = (2,1, 2).

Solucion:
ik L.
UAT=]1 1 —1|=3i—45—1k=(3,—4,-1)
2 1 2

<« Doc Doch
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Ejemplo 2.2. Dados los vectores @ = (3,1,—1) y ¥ = (2,3,4) , hallar:

a) El producto vectorial de @ y ¥

b) Un vector ortogonal a @ y ¥

¢) El drea de paralelogramo que tiene por lados los vectores @ y ¢

Solucion:

i7 R . Ma
a) UANT=1[3 1 —1|=Ti—145+7Tk=(7,-14,7).

2 3 4

b) Un vector ortogonal a @ y ¥ es el producto vectorial calculado.

c¢) El &rea del paralelogramo determinado por @ y ¢ viene dado por la
norma del producto vectorial, luego

area = || AT]| = V72 + 142+ 72 =76

Ejercicio 3. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Siendo u(1,2,1) y v(1,0,2), comprobar que el producto vectorial de

UNT=—UAU

b) ;Cual es el producto vectorial de dos vectores linealmente dependientes?

¢) Los vectores @ y ¢ cumplen ||@]| =5y ||7]| = 2, y ademés @ - ¥ = 10.
Calcula 4 A v. <« Doc Docp»
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3. Producto mixto

La mezcla de los productos ya vistos, producto escalar y producto vecto-
rial, nos conduce al producto mixto de tres vectores. Dados tres vectores ,
U y W, se define su producto mixto, como

(@, 0,@] =@ (T AD) | (16)

3.1. Expresién analitica

Sean los tres vectores de R®, @ = (u1,us,u3), ¥ = (v1,v2,v3) y W =
(w1, we, w3), aplicando las expresiones del producto escalar y vectorial obten-
€mos:

JER UV U3 v1 U3 U1 V2
[u,v,w] = (U]_,’U/Q,’U,g) ° ) B
w2 ws wy ws wy W
T N v U3 ue | V12
L wg W3 w1 W3 3 w1, W2

Que corresponde al desarrollo de un determinante formado por los tres vec-
tores, luego de forma cémoda, el producto mixto se puede escribir

Uy U2 U3
[l_l:, ’17, 117] = (% (%) V3 (17)
wy w2 ws

M AS
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3.2. Interpretacién geométrica.

Tomando los tres vectores i, ¥y w, por traslacién se puede construir un
paralelepipedo con volumen V = S h, siendo S la superficie de la base y h la
altura.

o De (15) se tiene que la superficie de la
UA
base es
S = ||
o y en la figura se aprecia que la altura
i h = ||| cos a
h Luego
1 V =||dAd||-||@]| - cos «
- = - (4 A D)
u = |[4, ¥, ]|

Por tanto volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vec-
tores, (en valor absoluto, pues el determinante puede ser negativo y el volu-
men se toma positivo).

V = |[u, 7, ]|
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Test. Sean #, ¥ dos vectores de R® y a € R un ntimero real. Tiene sentido la

expresion

(a) Verdadero

a+ (4 A7)
(

b)

Falso

Inicio del Test Indicar si las siguientes expresiones entre productos de vectores
corresponden a un vector, un nimero o no tienen sentido:

1.4 (5 0)

2. @+ (7 @)

6. @ - (¥+37)

[ ] Vector
[ ] Vector
[ ] Vector
[ ]Vector
[] Vector
[ ] Vector

I:l Numero
I:l Nimero
D Nimero
D Ntmero
I:l Numero
I:l Nimero

Final del Test [Puntos:

Correctas |

[ ]Nada
[ ]Nada
[ ]Nada
[ ]Nada
[ ]Nada
[ ]Nada
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L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1. A :
L Jl@ll = V22 + (-3)2+52 =V38y e

191 = VEF IR = Va7
2. El producto escalar Ma
u.v=(2,-3,5)(6,-1,00=2.64+3.1+5.0=15

3. Como 4.4 = ||d]| ||V]| cosa, tenemos,

COoSs @ =

15
V/38V/37

4. w ortogonal a u si W.u = 0, luego,
(m,2,3).(2,-3,5)=0=>2m+9=0=m=—-9/2

Ejercicio 1

<4<
A |
<« Doc
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Ejercicio 2.
a) Como
(@+0).(€—?) =did — 07 = ||d|]* — ||7]]* = 17
v lldll =9 = 81— ||7]* = 17 = ||9]|* = 64 = ||4]| = 8.
b) Si. Por ejemplo @ = (1,0,0) y 7 = (0,1,0).

c
) i+5=(579) (5,79 =52 +72+92 =155
T—i=(3,33) |I(333)||=v3+32+32=3-V3
d) Si |dl| = 2, [[34]| = 3[]a]| = 6.
e) Para convertir un vector en unitario se divide por su norma, asf
@l = V12 +12+12 =3
luego el vector
(== —=
es unitario.
Ejercicio 2
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Ejercicio 3.
a) El producto vectorial:

B

s=B+u;

UNT = =(4,-1,-2) CIENCIAS

== e
O N .y
N =

y
TAT=(—4,1,2)

b) Sean dos vectores @(u1, us, uz) y U(v1,v2,v3) linealmente dependientes,
luego v = A 4. El producto vectorial:

ik
UNT = Uq U2 us | = (Oa 0, 0)
)\ul )\UQ )\’U,3
La respuesta es el vector nulo.
¢) Como ||[@AT|| = ||d]| - ||7]] - sen «. Necesitamos hallar sen « a partir del

dato 4 - ¥ = 10. Ya que
- U =|d|-]||V]] - cos «

10=5-2-cos o cosa=1
<4<

Como sen o = v/1 — cos 2a = 0, se tiene
<

|lZAT]| =0 = @AT=/(0,0,0)

. <« Doc
Ejercicio 3
Volver
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Soluciones a los Tests
Solucién al Test: La expresion
a+ (4 A v)
no tiene sentido pues (@ A ¥) es el producto vectorial y por tanto un vector,

pero a + (@ A ¥) es la suma de un vector y un nimero que no estd definida.
Final del Test
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